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Abstract. Let X be a smooth projective curve over a perfect 
field of characteristic p > and G a finite group of automorphism 
of X. Let I'iX, G) be the characteristic of the versal equivariant 
deformation ring R{X,G) of {X,G). When the ramification is 
weak (i.e., all second ramification groups are trivial), we prove 
that iy{X,G) € {0,p} and we compute R{X,G). 

Resume. Soit X une courbe projective lisse sur un corps parfait 
de caracteristique p > et G un groupe fini d'automorphismes 
de X. Nous considerons la caracteristique I'iX, G) de Tanneau 
versel R{X, G) de deformations equivariantes de {X, G). Dans le 
cas d'une ramification faible (ou tons les seconds groupes de ram- 
ification sont triviaux), nous demontrons que G) G {0,p} 
et nous calculous R{X,G). 
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1 Introduction 



Soit X une courbe algebrique projective lisse de genre g sur un corps parfait k 
de caracteristique p > munie de Taction d'un groupe fini d'automorphismes 
G C Autfc X. Soit W{k) I'anneau des vecteurs de Witt de k et la categorie 
des VF(fc)-algebres locales noetheriennes completes de corps residuel k. Soit 
R un objet de 'iok- Un relevement equivariant du couple {X,G) a R est 
une courbe X propre et lisse sur R telle que G C Aut/jX et telle que 
risomorphisme X x^i k ~ X soit G-equi variant. Si la ramification est 
moderee, il existe un relevement de {X, G) a un anneau de '^^k de car- 
acteristique zero (HQt])- Lorsque la ramification est sauvage, la situation 
est beaucoup plus mysterieuse : il n'existe pas forcement de relevement de 
{X, G) en caracteristique zero. 

Exemple. Supposons p > 3. Considerons la courbe X sur k = Fp nor- 
malisee de la courbe d'equation (x^ — — y) = 1. La courbe X a pour 

genre g = (p—l)'^. Soit G = (Z/pZ)^ xiDp_i oii designe le groupe diedral 
d'ordre 2n. Nous avons G C Aut^X. Un relevement {X,G) de {X,G) en 
caracteristique zero aurait done au moins |G| automorphismes. Ceci est ex- 
clu pour p > 41 car, d'apres la borne de Hurwitz, | AutX| < 8A{g — 1). 

Une question naturelle se pose alors : le couple {X, G) se releve-t-il a un 
objet de '^k de caracteristique ? Plus generalement, quelle est la plus 
grande puissance de p pour laquelle il existe un relevement de {X, G) 
a un objet R de 'lok de caracteristique p" ? Traduisons ces questions dans 
le formalisme de la theorie des deformations : soit R{X^ G) I'anneau versel 
de deformations equivariantes de {X,G). Si W{k) C R{X,G), nous posons 
G) = 0. Sinon nous posons i^{X, G) = p"+i oii n € N est le plus grand 
entier tel que p" 7^ dans R{X, G). II s'agit done de calculer h'{X, G). 

Remarque 1.1. L'entier iy(X,G) est la caracteristique de R{X,G) au sens 
suivant : un anneau A non nul d'unite 1 a pour caracteristique n G N si n est 
un generateur positif du noyau de I'unique homomorphisme Z ^ A : 1 1-^ 1 
(voir E §8, no. 8). 

L'objet de cet article est le calcul de I'^X, G) pour une action faiblement 
ramifiee au sens suivant : soit P un point de ramification de la courbe X. 
Soit Gp le stabilisateur de P d'uniformisante x. Les groupes de ramification 
de Gp sont notes 

Gpfi = Gp = {a £ G,aP = P}, Gp^i = {cj G G, ordp(crx - x) > i}, i> 0. 
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L'action de G sur X est dite faiblement ramifiee si tous les groupes de 
ramification Gp^2 sont triviaux. Notons que la ramification moderee (i.e. 
Gp^i = 0) implique la ramification faible. Une action faible est done une 
action sauvage la "moins ramifiee possible". 

Si Paction de G sur X est faiblement ramifiee alors pour tout point P de 
ramification de la courbe, il existe t > et n divisant — 1 tels que 

Gp = {Z/pZY X Z/nZ, 

oil (Z/pZ)* est identifie a Fg pour q = p*, Taction semi-directe est donnee 
par Hn sur Ga (voir |CoKa2j §1, VI. 2) et Gp est de conducteur 1. 
Remarquons que Paction d'un groupe fini sur une courbe ordinaire est tou- 
jours faiblement ramifiee (voir |Naj ) . Le resultat principal de cet article est 
le tlieoreme suivant : 

Theoreme 1.2. Soit X une courbe projective lisse definie sur un corps 
parfait de caracteristique p > et munie d'une action faiblement ramifiee 
de groupe G. Alors I'une des proprietes suivantes est satisfaite : 

a. R{X, G) est annule par p ; 

b. les groupes de ramification de G non triviaux d'ordre divisible par p sont 
de I'une des trois formes suivantes : 

i. groupe cy clique Z/pZ d'ordre p ; 

ii. groupe diedral Dp = Z/pZ xi Z/2Z d'ordre 2p si p > 2 
ou (Z/2Z)2 sip = 2 ; 

111. groupe tetraedrique = {Z/2Zf x Z/3Z pour p = I. 
Dans le cas h., I'anneau R{X,G) est d 'intersection complete relative sur 
W{k) ; en particulier R{X,G) est plat sur W{k). 

Nous obtenons ainsi i^{X, G) G {0,p} pour une action faiblement ramifiee. 

Le plan de cet article est le suivant. La seconde partie traduit le resultat prin- 
cipal en un theoreme "local" ^2A^ . La troisieme partie contient la demon- 
stration de ce theoreme "locaP' . Nous avons reporte dans la quatrieme partie 
les consequences du theoreme II. 21 et des questions ouvertes qu'il suscite. En 
particulier, en corollaire du theoreme II. 2( nous menons a bien le calcul des 
anneaux universels de deformations lorsque Paction est faiblement ramifiee 
(corollaire 14.1)1 . 

La collaboration entre les deux auteurs a ete initiee lors d'un sejour tres enrichissant 
de A. Mezard a I'universite de Leiden. A. Mezard remercie B. de Smit et B. Edixhoven 
de leur accueil. Les auteurs remercient le rapporteur dont les remarques ont permis de 
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clarifier la redaction de cet article. 



2 Du global au local 

Soit k un corps parfait de caracteristique p > 0. Soit '^fc la categorie des 
VF(A;)-algebres locales artiniennes de corps residuel k. Ainsi 'tfk est une sous- 
categorie pleine de la categorie 'tfk des Vr(fc)-algebres locales noetheriennes 
completes de corps residuel k. Nous notons I'ideal maximal d'un ob- 
jet A de "^fc. Soit X une courbe projective lisse sur A; et G un groupe 
fini d'automorphismes de X. Notons D{G,X) le foncteur des deformations 
equivariantes de {X, G) de 'tfk dans la categorie des ensembles qui a un objet 
R de 'rfk associe I'ensemble des relevements de {X, G) k R a isomorphisme 
equivariant pres. Nous savons que D{X, G) admet un anneau versel R{X, G) 
de deformations (equivariantes) dans 'iak- Rappelons que v{X,G) = signi- 
fie qu'il existe un relevement de {X, G) en caracteristique zero. Par ailleurs 
v{X,G) = signifie qu'il existe un relevement de {X,G) a un objet A de 
'^k de caracteristique et que pour tout objet A' de '^k de caracteristique 
D{G,X){A') = 0. 

D'apres le principe local-global, I'etude de D{X, G) se localise aux points de 
ramification {Pi, . . . , P^} C X : 

R{X, G) ~ Pi(g) • • • ®Rr[[Ui, Un]] 

ou Ri est I'anneau versel du foncteur Dgp des deformations infinitesimales 
de Paction du stabilisateur Gp^ de Pi sur le complete de I'anneau local de X 
en Pj (1 < i < r) et est la dimension de I'espace des deformations locale- 
ment triviales (voir Corollaire 3.3.5 [BeMelj l. Le calcul de la caracteristique 
i^{X, G) se ramene done au calcul des caracteristiques des anneaux Pj. 

Dans la partie suivante, on va demontrer le theoreme "local" suivant (voir 
Propositions O El etEHl) : 

Theoreme 2.1. Soit k un corps parfait de caracteristique p > et G C 
AutA;[[y]] une action faible {G2 = 1). 

L 'action de G se releve en caracteristique zero si G est de I'une des trois 
formes suivantes : 

i. groupe cyclique Z/pZ d'ordre p ; 

ii. groupe diedral Dp = Z/pZ x Z/2Z d'ordre 2p si p > 2 ou (Z/2Z)^ si 
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p = 2 ; 

111. groupe tetraedrique = {Z/2Zf x Z/3Z pour p = Z. 
Dans tous les autres cas, V action de G ne se releve pas en caracteristique 
p^ ; done I'anneau Rq versel de deformations de V action locale de G satisfait 
car(i?G') € {0,p} dans tous les cas. ■ 

D'apres le principe local-global, le theoreme 12. II donne le resultat global 
annonce dans I'iiitroductioii (theoreme 11.2(1 . 

Remarque 2.2. Les demonstrations impliquent a posteriori que tout rele- 
vement d'une action faiblement ramifie sur k[[y]] se releve (a conjugaison 
pres) par homographies en y. Nous ne connaissons pas de demonstration 
directe de cette propriete, sauf pour les relevements a un anneau henselien 
equicaracteristique (voir (CoKa2|, 1.18 et Anhang B). 

3 Etude locale 

Dans la suite du paragraphe §3, nous nous plagons en un point P ^ X 
de ramification sauvage (le cas d'une action moderee est bien connu, |Gr j ) . 
Pour alleger les notations, ecrivons G = Gp. Nous supposons que Paction 
est faible : G2 = 1. II existe done t > 1 et n divisant — 1 tels que 

G = {Z/pZy X Z/nZ 

avec une action de conducteur 1 (voir |CoKa2j §1, [Hi] VI. 2). Notons k[[y]] 
I'anneau local complete de la courbe X au point P et M la fibre completee du 
faisceau tangent au point P. L'espace tangent au foncteur de deformations 
infinitesimales Dq est H^{G, M). La fibre M avec action de G s'identifie au 
A;[[y]]-module des champs de vecteurs formels f |BeMelj §2). 

3.1 L'action equicaracteristique de G 

Nous commengons par supposer que n = 1. A conjugaison pres par un 
automorphisme continu de la cloture algebrique k{(y)), Taction de G est de 
la forme 

y 

G = {cru}uev avec au{y) = — (1) 

1 + uy 

oil V decrit un espace vectoriel V k de dimension t sur Fp (voir [CoKalj 
ou |CoKa2j ). Deux representations conjuguees de G dans Autfc/c[[y]] ayant 
meme anneau versel de deformations (infinitesimales), nous nous ramenons 
au cas ou Paction de G est de la forme Autrement dit Paction de G est 
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donnee, a equivalence pres, par un plongement G PGL2(A;). 

Un relevement de G a un anneau de de caracteristique quelconque donne 
par reduction modulo p un relevement equicaracteristique. Nous connais- 
sons la deformation verselle equicaracteristique (voir II s'agit done 

de calculer explicitement les relevements en caracteristique mixte de cette 
deformation verselle. On utilisera la connaissance de I'anneau versel de 
deformation d'un groupe cyclique (voir ^3.3() . Le cas n quelconque ( ^3.6|) 
decoule naturellement du cas n = 1 fS N3.4l - f3.5|) . 

Remarque 3.1. Dans cet article, les egalites matricielles, traduisant des 
egalites entre homographies, doivent etre lues dans PGL2, c'est-a-dire a 
multiplication par un scalaire non nul pres. 

3.2 Anneau de deformations equicaracteristiques 

Rappelons les resultats principaux de |CoKalj §4 : 
Proposition 3.2. Soit 



Si p > 3 et t > 1, I'anneau versel de deformations equicaracteristiques de 
G C Aut A;[[y]] est 



La deformation verselle equicaracteristique est la classe d'isomorphisme du 
relevement defini par {au\u<^v ou 




i=l 



p-i 

Rg/p = k[[a,xi,. . . ,xt-i]]/{a~ ,axi, . . .,axt-i). 




\ 



I 



et pour x S /c etn^ {0, . . 



p — 1}, le coefficient (^) est defini par 
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Remarque 3.3. Si p = 3, le probleme est rigide (-Rg/3 = A:) et q = 0. Si 
p = 2, le resultat est plus complique, mais ne sera pas utilise ici. 

Remarque 3.4. Dans les demonstrations, on utilisera surtout que les matrices 
du sont de la forme ( ^ . ^ ] pour certains A,C G Rg/p- 

3.3 Anneau de deformations d'un groupe cyclique 

Rappelons les resultats connus pour G = Z/pZ f |BeMelj . theoreme 4.2.8) : 

y 

Proposition 3.5. Soit G = Z/pZ = {o) C Aut/c[[y]] avec a{y) = — -j-y. 

i. Si p > 3, I'anneau versel de deformations infinitesimales de G C 
Aut k[[y]] est Rq = W{k)[[a]]/xp{a) avec 

p-i 

2 



c—n \ / 



i=0 

La deformation verselle est la classe d'isomorphisme du relevement defini 
par 

y + a + l 

En particulier, si p = 3, tp{a) = a + 3, Rg = W{k), le probleme de 
deformation est rigide et la deformation verselle est definie par 

^(y) = - — I- 
y - 2 

ii. Si p = 2, Rg = W{k)\\a\\ et la deformation verselle est definie par 

y + a 



y-1 



3.4 Casn=l,p>3 

Soit G = (Z/pZ)* avec t > 2 et p > 3. 

Lemme 3.6. Soit H = (Z/pZ)^ = (o", r) C Autfc[[y]] un p- groupe commu- 
tatif (p > 3), oil 

<^{y) = 7-7— > •^(y) ^ ^ 



1 + 2/ uy + 1 

pour u (z k — Fp. Alors I'anneau versel Rh des deformations infinitesimales 
de H C Aut k[[y]] est de caracteristique p. 
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Preuve : D'apres 'i'd.'dl W{k)[[a]]/{ip{a)) est I'anneau versel de deformation 
du sous-groupe (a) C Aut k[[y]] et la deformation verselle de (a) C Aut k[[y]] 
est donnee par la classe d'isomorphisme du relevement defini par cr(y) = 
. II existe done un morphisme 

W{k)[[a]]/i^l^ia))^RG 

qui induit la deformation du sous-groupe (a) a Rg- Par consequent la 
deformation verselle de H C AutA;[[y]] a Rh est donnee sur (a) par le 
relevement 

y + a' 
y + a' + I 

pour a' £ Rh avec ip{a') = 0, et on denote encore a' , par abus de notation, 
par a. 

De plus, d'apres ^3.21 la reduction modulo p de la restriction a (r) de la 
deformation verselle de H a Rh est definie par 

_ , X Ay + dC 
"^^^ = Cy + A + dC^ 

oil A et C sont les polynomes en d et definis au ^3.21 et d € Rh/p- 

Egalite des parametres des deformations. Nous commengons par 
demontrer que d = a dans Rh/p- D'apres ^3.21 la deformation verselle 
equicaracteristique est donnee par des relevements de la forme 



C7„ 



A dC 
C A + dC 



Or I'image m de m dans Rh/p est de la forme 

1 a 
1 1 + a 

Comme cette matrice doit etre egale a une des matrices ay dans PGL{2), 
on trouve que pour un tel a^, A = C et alors aussi a = d dans Rh/p- 

Supposons Rh Rh/p et notons R = Rh/p^ ■ Notons 

, , Ay + aC 
"^^^ = Cy + aC + A 

avec A, C les relevements triviaux de A et C k R. Soit 
T{y) := n{y) +pS{y) pour S G R[[x\] 
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un relevement arbitraire de fi{y) a -R[[a;]]. 

II s'agit dc voir que pour tout S G {fn,T) C Auti?[[x]] ne definit 

pas un rclcvcmcnt du groupe H. Pour parvenir a une contradiction, on va 
exprimer les relations dans H en terme de la serie S tronquee a un certain 
ordre en y. 

Relation de commutation et equation fonctionnelle. La relation 
de commutation aoT = Toase traduit dans R[[y]] par 

m o (n + pS) = (n + pS) o m. 

D'ou 

n{y)+pS{y)+a 

= n{m{y)) +pS{m[y)). 



n{y) +pS{y) +a + l 
Or un calcul direct montre que no m = m o ri dans soit encore 

n{y) +pS{y)+a ^ n{y) + a . 
n{y)+pS{y) + a + l n(y)+a + l^^ 

D'oii I'equation fonctionnelle satisfaite par S 

S{m{y)) = {n{y) + a + l)-^S{y), 

dans 

Solution tronquee de l'equation fonctionnelle. On continue les 

calculs cn utilisant unc racinc de dans unc extension de W{k) (projetee 
dans R). Soit done K Ic corps des fractions de W{k). Soit L le corps de 
decomposition de i){X) sur K. Soit tt un ideal premier de L au-dessus de p. 
Soit le localise de L en tt, d'anneau des entiers Soit a une racine de ^ 
dans L^. Comme V' est unitaire, a € ^. On observe que p est ramifie dans 
L, car ipyX) = X 2 mod p. L'equation fonctionnelle de S mod p implique 
la meme equation pour S mod vr, a = a = mod tt ; done 

y ^ ^ y +l)"'-S(y)dansi?/7r[M]. (3) 



y + \uy + l 

La substitution de S{y) = Co + Ciy + C2y^ + O{y^) dans cette equation donne 
les formules suivantes : 

2co = 0, 
ci - {2u + 3)co = 0. 
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Comme p / 2, nous obtenons cq = ci = 0. Nous pouvons done supposer 
que S{y) = cy"^ mod (7r,y^) pour une constante c eonvenable. 



Linearisation de la condition d'ordre p. Nous eontinuons a eerire 
n{y) pour n{y)\a=a- Exprimons a present que T{y) := n{y) + pS{y) est 
d'ordre p dans R. Montrons par recurrence sur < i < p que : 

r*(y) = n\y) + picy^ mod {pTT,y^). (4) 

C'est vrai pour i = 1. Ecrivons 



fc^.A Aky + Bk 



CkV + Dk 
Alors, modulo on trouve : 

= T\T{y))=n\T{y))+ptc{n{y)+pcy^f 
= {n{y) + pcy^) + picn{y)'^ 
Ain{y) +Bi + Aipcy'^ 



Cin{y) + A + pcCiy^ 



+ picy mod {pir, y 



Utilisons I'identite 



r + ps r 
pour developper le denominateur : 



p—:^ mod pvr 



^ _ Ain{y) + Bi ^ Aipcy^ 



Cin(y) + A Cin{y) + A 

2 Ain{y) +Bi 2 At 3^ 

[Cin{y) + A)'' 

Modulo pvr, toute expression de la forme pX{a) pent etre remplacee par 
pX{Q) : 

T iy) = [y)+pcy [- r 777 + «) 

= n^^^{y) +pc{i + l)y^ mod (j)7r,y^), 
et est demontree. Ceci implique en particulier que 

T^{y) = n^{y) mod (pvr,y^), 
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et la condition que TP{y) = y se traduit par la condition matricielle 

n^(y) = 1 mod (j)TT,y^). 
Observons maintenant que pour une homographie H arbitraire 
, ay + h . b ad — be cibc — ad) 9 

done H{y) = y mod equivaut a 6 = 0, a = d, c = 0, c.-a-d. -ff (y) = y. La 
condition matricielle est done equivalente a 

n'\y) = 1 mod pir. 

DiAGONALISATION DE LA MATRICE d'ordre p. Nous allons reintcrprcter 
cette condition en diagonalisant la matrice n (sur L). La matrice n = 

^ ' a pour polynome caracteristique 



C A + aC ^ 

- (2A + aC)X + + aAC - aC^ 
de discriminant aC^{a + 4). Les valeurs propres sont done 

Xt = A-C + Ce^'^ 

avec la notation formelle 

e±^^ = cos + isin^ = y ± \/y^^ pour F = cos0 = 1 + a/2. 

Comme a 7^ 4, n est diagonalisable. La matrice n est d'ordre p si et seule- 
ment si (Aj)*' = 1. Ces conditions se traduisent comme 

P{a) = Q{a) = 0, 

pour 
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ou Tj et Sj-i sont les polynomes de Tchebychef respectivement de premiere 
et de seconde espece definis par e*-'^ = Tj {cos 9) + ism6Sj-i{cos 6) et donnes 
explicitement par les formules : 

urn 

j~2e 



Calcul de la relation explicite d'ordre p. Calculons Q{a) modulo 
pn. Nous constatons que S-i = 0, Sp-i{a) = 0, car ■^'{X) est, par definition, 
le generateur de I'ideal 

(rp(l + X/2)-l, Vi(l + X/2)), 

[BeMelj lemme 4.2.6. En outre, p divise (p pour 1 < j < p — 1. Pour 
calculer Q{a) modulo pn, nous pouvons done remplacer A,C,{Sj-i)o<j<p 
par leurs valeurs modulo vr. Or Sj-i = j mod vr. Alors 

p-i 



Q(a) = p(^^(^^J(^-Cf--'C-') modp^ 

= Jj(^-C)P-i-(-'-i)C7J) modpvr 

p-2 / _ .X 

= pC( r ^ J (A - C)^'-^-*^C*^) mod pvr 

I — n \ ^ 



k=0 

= pC{AP-^ -CP-^) mod pir 

Si Q{a) = mod pn, il faut que ^(ylP-i - C^-i) = mod vr, d'ou C = 
pour un € Fp. Mais alors la matrice de n est de la forme 

A aC \ ,( I aC \ 
^ A ^ \ = A\ ^ ^ ^ mod p, 
C A + aC ) \ C l + aC ) ^' 

ce qui implique que C mod p G Fp. Or C mod (p, rriij) = u ^ Fp, ce qui 
conduit a une contradiction. ■ 
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Proposition 3.7. Soitp > 3. Supposons que Vaction deG = (Z/pZ)*, t >2 
sur k[[y]] soit faiblement ramifiee. Alors Vanneau versel Rq de deformations 
infinitesimales est de caracteristique p. 



Preuve : Nous pouvons normaliser raction de G C Aut de fagon a ce 
qu'il existe a, r deux elements de G tels que 



I + y uy + 1 

pour u & k — Fp. Soit H le sous-groupe de G engendre par a et r. D'apres 
le lemme I'anneau versel de deformations infinitesimales Rh est de car- 
acteristique p. Par versalite de Rh, il existe un morphisme Rh Rg- Done 
Rg est de caracteristique p. ■ 



3.5 Casn = l,j9 = 2 

Proposition 3.8. Supposons p = 2. Soit t > 1 et G = (Z/2Z)* C Aut k[[y]] 
de conducteur 1. 

i. Si t < 2, alors Faction de G se releve en caracteristique zero, et 
cariRc) = 0. 

ii. Si t > 3, alors Faction de G ne se releve pas en carateristique p^ , et 
cai^Rc) = P- 



Preuve : i. Par conjugaison, nous pouvons supposer que H = (cji) est un 
sous-groupe de G. D'apres H3.3| la deformation verselle de H C Aut k[[y]] a 
Rh = W{k)[[a]] est donnee par 

/ 1 a 
^i=Vl -1 

(D'ou i. pour t = 1). Supposons t = 2. Par conjugaison, nous pouvons 
supposer qu'il existe au & G d'ordre 2 tel que 

u + y 

avec u G k — ¥2- Soit 

1 —au — 2 
0-,,, = I - T 
u —1 
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pour u un relevement de it a W{k). Alois un tel a-„ est la seule matrice 
qui satisfait a^^ = af = I ct (J„(Ti = 5-icr„. Par consequent G = (Z/2Z)^ 
se releve en caracteristique a VF(/s)[[a]]. Ce relevement est versel car dim 
H^{G,M) = 1. 

ii. Supposons t > 3. Soient cri,(T„,cr„ des elements de G C AutA;[[y]] 
avec 



l+y u+y v+y 

avcc {l,u,v} F2-lineairement independants. Soit Rq I'anncau vcrscl dc 
deformations infinitesimales de G. Par versalite, nous avons des morphismes 

W{k)[[a]] ^ Rg, W{k)m]^RG 
qui induisent la deformation verselle a Rg donnee par les relevements 



1 a \ _ f 1 P 
1 -1 j " I 1 -1 



1 -au - 2 \ , f 1 -f5v - 2 
u -1 J ' = U -1 

avec a,/3 G Rg (les egalites sont dans PGL{2)). D'ou a = (5. De plus les 
equations de commutation 

sont satisfait exactement pour Ay 1 — A^, 1 — ^u.v — — 1 6t 

^u + v — 1 



2a = -2- 



uv 



mais en caracteristique 4, pour cette valeur de a, = uiUu- H n'existe 
done pas de relevement de (Z/2Z)^ en caracteristique 4. ■ 



3.6 Cas n > 1 

Proposition 3.9. Soit G = {Ti/pTiy x Z/nZ C Autfc[[y]] une action faible- 
ment ramifiee (G2 = 1) avec n > 1 et n divisant — 1. 

i. Sit> 1, I'action de G se releve en caracteristique si et seulement 
si p = 2 et 

G = (Z/2Z)2 XI Z/3Z. 
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ii. Si t = 1, raction de G se releve en caracteristique si et seulement 
si p > 3 et 

G = Z/pZ >J Z/2Z. 

De plus dans les cas oil faction de G se releve en caracteristique p^ , elle se 
releve en caracteristique zero, et alors car^Rc) = 0. 



Preuve : i. Supposons t >2. 

Si p ^ 2, d'apres les propositions 13.71 le p-Sylow de G ne se releve pas en 
caracteristique p^. 

Si p = 2, d'apres la proposition 13.81 on pent supposer t = 2. Comme 
n > 1 divise - 1, on a n = 3 et G = {Z/2Zf x Z/3Z. D'apres 
|CoKalj . le probleme de deformations equicaracteristiques de G est rigide. 
Le relevement versel de (cJi) a VF(A;)[[a]] est donne par la matrice 



m 



1 a 
1 -1 



Par des calculs matricielles faciles, nous trouvons un relevement unique 
(done versel) de Taction de G a W{k)\j]/ {j"^ + j + 1) donne par les ma- 
trices 

satisfaisant = m'^ = = 1, mm' + m'm = 1, gmg^^ = jm' . D'oii (i). 

ii. Supposons G = Z/pZ x Z/nZ avec n > 1 divisant p—1 (done p > 2). 

• Si n ^ 2 et p > 3, la deformation verselle equicaracteristique de Paction 
de Z/pZ X Z/nZ est rigide et de la forme (a conjugaison pres) 

1 Y //CO 
1 1 P^'^O 1 

avec C n-ieme racine d'unite ( voir |('oKalj . 4.4.5(i); la presence de C, "tue" 
done les deformations de Z/pZ dans les directions "a"). Soit 

T{y) = +P- S{y) pour S G R[[y]] 
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un relevement a R := Rg/p^ du generateur de Z/pZ donne. Supposons 
car(i?) = p^. On pose S{y) = cq + ciy + ciip' + 0{y^) et on trouve par 
induction que pour N arbitraire, 



Pour N = p et p ^ 3, ceci implique T'p{x) = x — px^ mod {p'^,x^), qui n'est 
jamais congru a x dans R. Un tel relevement T d'ordre p n'existe done pas. 

• Si p = 3, alors n = 2. Le groupe G = Z/3Z x Z/2Z se releve (de fagon 
rigide d'apres |BeMelj 4.2.8) a W{k) par les matrices 



• Le groupe G = Z/pZ xi Z/2Z avec p > 2> admet un relevement versel 



a Ty(fc)[[a]]/('i/'(a)) pour lequel mP = = gmgm = 1. Ce relevement est 
versel, car dim H^{G,M) = 1. i 

Les propositions 13.71 13.81 et demontrent le theoreme "local" I2.1l et done 
aussi le theoreme "global" 11.21 

4 Corollaires, remarques et questions ouvertes 

La demonstration du theoreme 12.11 et les resultats de |Grj . [BeMelj et 
|('oKalj donnent des informations plus precises sur les anneaux versels de 
deformations infinitesimales pour les actions faibles. 

CoroUaire 4.1. Soit k un corps parfait de caracteristique p > 0. Soit 
G = {Z/pZy X Z/nZ C Aut une action faible (G2 = 1) avec t > et n 
divise — 1. Notons Rg I'anneau versel de deformations infinitesimales de 




+0{x^) mod p^. 




telles que = 5^ = gmgm = 1. 
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G. Soient ( une racine primitive n-ieme de Vunite dans k, s = [Fp{() : Fp], 
et ip{a) G VF(A;)[a] defini par 

p-i 



Alors nous avons la table suivante : 



G 


Rg 


Z/nZ, {n,p) = 1 


W{k) 


Z/pZ,p/2,3 


W{k)[[a]]/{ij{a)) 


Z/3Z,p = 3 


W{k) 


(Z/2Z)*,p = 2,t < 2 


W{k)[[a]] 


(Z/pZ)*,t > l,p/2,3 


k[[a,xi,...,xt-.i]]/{a 2 , axi, . . . , axt_i) 


(Z/3Z)*,p = 3,t > 1 


k[[xi,. . .,xt-i]] 


Z/pZ X Z/2Z,p 7^ 2,3 


W{k)[[a]]/{i,{a)) 


Z/3Z X Z/2Z 


W{k) 


(Z/2Z)^ X Z/3Z 


W{k)[3\/{j' + 


(Z/pZ)* X Z/nZ, 




t > 2,n / 2 oup = 2,2, 


k[[xi,. . .,xt/s~i]] 


(Z/pZ)* X Z/nZ, 




t>2 etp / 2,3 


k[[a,xi,. . . ,xt/s-i\]/{a~ ,axi, . . .,axt-i) 



Enfin siG= (Z/2Z)*,t > 2 alors 



Rg = k[[a,xi, . . . ,xt\]/{xi-\ \-xt,uiXi-\ \-utXt, a{xiUj - XjUi)i<ij<t) 

oil {ui, . . . , ut} est une base de V . 

Preuve : Les anneaux universels de deformations de caracteristique zero 
ont ete calcules dans les preuves des or op osit ions 13 . 81 et 13 . 91 Dans les autres 
cas, les anneaux universels de deformations ont pour caracteristique p et ont 
ete calcules par Cornelissen et Kato f jCoKalj §4.4). ■ 

Exemple 4.2. Pour p 7^ 2, 3, la deformation verselle a Rg de G = (Z/pZ)* 
est donnee dans 13.21 

Remarque 4.3. Oort, Sekiguchi et Suwa f |OoSeSuj ) ont demontre que Taction 
de G = Z/pZ se releve en caracteristique zero (pour tout conducteur). Pagot 
a traite le cas G = (Z/2Z)2 (|Pa]). Bouw et Wewers ont traite le cas du 
groupe diedral Dp = Z/pZ x Z/2Z f |BoWep . 
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Remarque 4.4. Le theoreme 11.21 precise notamment quelles sont les actions 
sur les courbes ordinaires qui se relevent en caracteristique zero. II repond 
done a une version plus forte de la conjecture d'Oort f |Uoj ) dans le cadre 
des revetements faiblement ramifies. 

Remarque 4.5. Bertin |Bej . Green |Grej Green et Matignon |GrMaj ont 
donne des criteres necessaires a I'existence d'un relevement en caracteristique 
zero d'un groupe de la forme (Z/pZY de conducteur arbitraire; I'impossibilite 
de relever est implique par certaines congruences satisfaites par les conduc- 
teurs de Hasse locaux: cette theorie permet une demonstration assez simple 
du fait que i^{X, G) ^ dans le cas faiblement ramifie ou les groupes de 
ramification non-trivials d'ordre divisible par p ne sont pas sur la liste du 
corollaire ll.2l Le theoreme II. 21 impose que le conducteur vaut 1 mais discute 
I'existence de relevements en caracteristique p" arbitraire intermediaire. 

Remarque 4.6. Le theoreme 11.21 est compatible au resultat de Chinburg, 
Harbater et Guralnick ( ChHaGu ): ils donnent une liste de groupes ab- 
straits G ayant un p-Sylow normal P avec G/P cyclique, admettant une 
action G > Autfc(fc[[x]]) dont I'obstruction locale au relevement de Bertin 
( |Bej ) est non nulle. Les groupes i.-iii. du corollaire 11.21 sont bien dans le 
complementaire de cette liste. 

Remarque 4.7. II serait interessant de donner des exemples de courbes X 
munies d'une action finie G telles que la caracteristique G) de I'anneau 
versel de deformations equivariantes soit de caracteristique pour 1 < n < 
oo. Pour une discussion de cette question, voir |Goj . 

Remarque 4.8. Les demonstrations dans cet article sont une version ex- 
plicite d'une strategic generale pour etudier le foncteur des deformations 
equivariantes de {X, G). L'idee est de devisser le groupe G et de controler le 
comportement du foncteur Dq des deformations par restriction a un sous- 
groupe et par passage au quotient. Le passage a un sous-groupe H est 
elementaire car nous avons un morphisme de foncteurs canonique Dq — > Dh 
et les morphismes induits au niveau des espaces tangents et des groupes 
d'obstruction coincident canoniquement aux applications de restriction co- 
homologique. Le passage a un quotient est beaucoup plus subtile. II est 
decrit localement par la suite spectrale d'Hochschild-Serre. Dans cet article, 
nous avons mene explicitement les calculs d'obstruction aux recollements de 
Z/pZ a Z/pZ. II serait interessant de mener ces calculs d'obstructions aux 
recollements en termes cohomologiques (voir |BeMe2j ). 
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